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f^ i Resume. — On s'interesse au probleme de savoir quelle est la rigidite apportee 

■ au spectre d'une variete riemannienne compacte par le fait de fixer son volume et se 

r*^ , classe conforme, et en particulier de determiner si on pent faire tendre les valeurs 

/^ ■ propres vers ou I'infini sous cette contrainte. On considere successivement les 

'~^. ', cas du laplacien usuel agissant sur les fonctions, I'operateur de Dirac, le laplacien 

r^ • conforme et le laplacien de Hodge-de Rham. 
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^ ; 1. Introduction 

oo : 

00 . Soit M une variete compacte de dimension n > 2. Si M est munie d'une 

^ I metrique riemannienne g, on pent definir le laplacien A = — div grad, agis- 
sant sur les fonctions de M, dont nous noterons le spectre = Xo{M,g) < 

^ \i{M,g)<X2{M,g)<... 

QQ I Un probleme classique consiste a etudier la fonctionnelle g i— > Xk{M,g) 

O ■ sous certaines contraintes geometriques et d'en chercher les metriques extre- 

^ . males. Ce probleme pent se generaliser a d'autres operateurs. 

'k>( I Nous nous interesserons ici a I'etude de la fonctionnelle 

. .=?; 5^Afc(M,<7)Vol(M,(7)i (1.1) 

le facteur volume permettant de normaliser cette fonctionnelle en la rendant 
invariante par homothetie, en nous restreignant a I'espace des metriques 
riemanniennes conformes a une metrique g donnee quelconque, c'est-a-dire 
a la classe conforme [g] = {h^g, h G C°°{M)^ /i > 0}, ce sujet ayant connu 
recemment un grand nombre de developpements. 

On verra successivement le cas du laplacien usuel agissant sur les fonc- 
tions (section [2]), I'operateur de Dirac — ou plus precisement son carre pour 
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que la fonctionnelles (11.11) reste invariante par homothetie — et le lapla- 
cien conforme dans la section [3l et le laplacien de Hodge-de Rham dans la 
section IH 

Je remercie Bernd Ammann et Bruno Colbois pour de nombreuses dis- 
cussions autour de ce sujet, ainsi que Gerard Besson qui m'a permis d'expo- 
ser mes travaux au seminaire de theorie spectrale et geometric de I'institut 
Fourier. 

2. Laplacien usuel 

2.1. Majoration des valeurs propres et spectre conforme 

Si (M, g) est une variete riemannienne compacte, nous noterons le spectre 
du laplacien usuel A : / i-^ V*V/, agissant sur les fonctions de M, par 

= Ao(Af,5) < Ai(M,5) < A2(M, (?) < . . . (2.1) 

A volume fixe, on peut facilement faire tendre ces valeurs propres vers zero 
en construisant des halteres de Cheeger, et on peut aussi les faire tendre vers 
I'infini d'apres [CD94| . Si on fixe la classe conforme, on peut encore exhiber 
des petites valeurs propres, mais en revanche N. Korevaar a montre que pour 
tout k, Xk{M,g) est uniformement majoree : 

Theoreme 2.2 ( [Ko93| ) Soit M une variete compacte de dimension n et 
C une classe conforme de metriques sur M . II existe une constante a{C) > 
telle que 

supXk{M,g)\o\{M,g)n < a ■ ki . 

gdC 

Pour /c = 1, une telle majoration avait deja ete obtenue par A. El Soufi et 
S. Ilias dans |ESI86j (voir paragraphe suivant). 

Ce resultat permet de definir des invariants conformes de la variete M 
en considerant la borne superieure de Xk{M,g)Yo\{M,g)^ dans une classe 
conforme. ces invariants ont ete definis et etudies par B. Colbois et A. El Soufi 
dans |CESn3| : 

Definition 2.3 ( |CES03| ) Soit M une variete riemannienne compacte et 
C une classe conforme de metriques sur M. La k-ieme valeur propre 
conforme de (M, C) est definie par 

XUM,C) = supAfc(M,9) Vol(M,5)l. 
gee 

La suite {X1{M,C))k est appelee spectre conforme de {M,C). 



On connait peu de valeurs exactes des A^(M, C). Outre le cas de la V^ valeur 
propre de certaines varietes s'immergeant isometriquement minimalement 
dans des spheres que nous verrons au paragraphe 12.21 le seul exemple semble 
etre A2(5'^,Ccan) = ISvr calcule par N. Nadirashvili dans |Na02j . 

B. Colbois et A. El Soufi obtiennent dans |CESQ3| quelques estimees 
generales des valeurs propres conformes, a commencer par une minor ation 
par le spectre conforme de la sphere : 

Theoreme 2.4 Pour toute classe conforme C sur une variete M de dimen- 
sion n, et tout entier k > on a 

XUM,C)>XUS^,C,,r.). 

Ce resultat etait deja connu pour k = 1 ( |FN99| ). 

Leur second resultat est que la difference entre deux valeurs propres 
conformes consecutives est uniformement minoree : 

Theoreme 2.5 Pour toute classe conforme C sur une variete M de dimen- 
sion n, et tout entier k > on a 

A^+i(M,C)5 -A=fc(M,C)t > A5(5«,Cean)^ =ntu;„, 

oil uJn designe le volume de S^ pour sa metrique canonique. 

On pent en deduire une minoration de A£(M, C) en fonction de n et A; : 

Corollaire 2.6 Pour toute classe conforme C sur une variete M de dimen- 
sion n, et tout entier k > 0, on a 

1 2 

A|(M, C) > nto^kn. 

Notons que dans cette derniere egalite, on a egalite sur les spheres pour k = 1 
et n quelconque, ainsi que pour k = n = 2. 

La question se pose naturellement de savoir quelles metriques peuvent 
realiser le maximum de \k{M,g) dans une classe conforme. A. El Soufi et 
S. Ilias montre dans |ESIQ3j que pour une telle metrique, la valeur propre 
Xk{M,g) est necessairement multiple. On pent en deduire, en conjonction 
avec le theoreme 12.51 qu'une metrique ne peut pas maximiser trois valeurs 
propres consecutives dans sa classe conforme. 



2.2. Volume confer me et 1'"'' valeur propre confer me 

Le cas de la premiere valeur propre du laplacien est particulier car 
A. El Soufi et S. Ilias ont donne une majoration plus precise que celle de 
N. Korevaar — et en un sens optimale — en utilisant le volume conforme. 

Si on note Gm le groupe des diffeomorphismes conforme de la sphere S^ 
munie de sa structure conforme canonique, le volume conforme de la variete 
M pour la classe conforme C, introduit par P. Li et S. T. Yau dans |LY82j . 
est defini par 

VJM,C)=ini inf sup Vol(7 o (^(M)), (2.7) 

I'application (/? parcourant I'ensemble des diffeomorphismes conformes de 
(M,C) dans 5^. 

La propriete du volume conforme qui nous interesse ici est la suivante : 

Theoreme 2.8 Si {M,g) est une variete riemannienne compacte, alors 

Xi{M,g)Yol{M,g)i < nV,{M,[g])r^ . 

Ce theoreme est demontre pour n = 2 dans [LY82| . et generalise en toute 
dimension par A. El Soufi et S. Ilias dans [ESI86| . 

La principale motivation de P. Li et S. T. Yau etait d'utiliser le theo- 
reme [22] pour demontrer des cas particuliers de la conjecture de Willmore. 
Signalons que cette inegalite a trouve recemment une nouvelle application : 
en la generalisant a des orbivarietes, L Agol a montre dans |Ag06| qu'il n'y 
a qu'un nombre fini de groupes de reflexions kleiniens arithmetiques maxi- 
maux. 

L'inegalite du theoreme l2.8l a I'interet qu'on pent caracteriser le cas d'ega- 
lite et en exhiber des exemples. 

Definition 2.9 ( |ESI92| ) On dit qu'une nietrique g sur une variete com- 
pacte M est Xi-minimale si {M,g) s'immerge isometriquement minimale- 
ment dans une sphere par ses premieres fonctions propres. 

Theoreme 2.10 ( |ESI86| ) Soit {M,g) est une variete riemannienne com- 
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pacte. On a Vegalite Ai(Af, g) Vol(M, g)" = nVc{M, [g])^ si et seulement si 
{M,g) est Xi-minimale. 

Remarque 2.11. La Ai-minimalite est aussi fortement liee a I'extremalite 
de la metrique pour la fonctionnelle (II. ip dans I'espace de toute les metriques 
(voir [N^ et [ESinOj ). 



La condition de Ai-minimalite a ete etudiee par T. Takahashi dans [Ta66j . 
ou il montre qu'elle est equivalente a I'existence d'une famille de premieres 
fonctions propres (/i,...,/^) telle que g = Ylii=i'^fi^ ^t que cette condi- 
tion est verifiee sur les varietes homogenes irreductibles. Elle Test aussi sur 
les varietes fortement harmoniques ( [Be78| ) et sur quelques autres exemples 
( |MOU84| ). On pent en deduire les valeurs exactes du volume conforme et 
de la premiere valeur propre conforme sur les espaces projectifs munis de 
leur metrique canonique : 



variete 


dimension 


V, 


K 


MP" 
CP" 

HP" 
CaP2 


n 
n 
2n 
An 
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(2{n+l)\^ uj„ 

V " ; 2 

/27r(n+l)\" 1 
V ^ ) n\ 

/27r(n+l)y" 1 


2 n (n+l)w^ 

47r(n + l)n!~" 

87r(ri+l)(2n + l)!~2^ 

487r(^)^ 


\ n ) (2n+l)! 

6(3^)8 
11! 



Remarque 2.12. En dimension 2, la fonctionnelle (11.11) est uniformement 
majoree sur I'espace de toute les metriques, et une metrique realisant son 
maximum est Ai-minimale. Outre le cas de la sphere, on connait deux valeurs 
explicites de Af dans cette situation. Sur le tore, le maximum est atteint par 

le tore equilateral T^^ = M^/ ('(1,0)Z ® (i, ^)z) et Af(Teq) = ^tt^ (voir 

[Na96j ). Ce maximum a aussi ete recemment calcule sur la bouteille de Klein 
dans |ES(;.Tn7| . 

Remarque 2.13. La propriete de Ai-minimalite est stable par produit : 
on pent facilement verifier que si deux varietes ont meme premiere valeur 
propre et que leur metrique pent s'ecrire sous la forme g = X^j=i d/j ou les 
fi sont des premieres fonctions propres, il en va de meme pour leur produit. 
On pent construire ainsi d'autres exemples comme le tore de Clifford 5^ x 5^. 



2.3. Spectre conforme minimal 

L. Friedlander et N. Nadirashvili ont redemontre de maniere indepen- 
dante dans |FN99| que Ai(M, 5) Vol(M, g)™ est majore dans une classe 
conforme. lis definissent aussi un nouvel invariant differentiable de M 
par i^(M) = infg Af (Af, [51]) et montrent qu'il est toujours minore par 



A^(5",Ccan)- On peut definir un « spectre conforme minimal » pour M 
en etendant cet invariant aux autres valeurs propres par 

Uk{M)=miXl{M,[g]). (2.14) 

9 

Ces invariants sont tres mal connus. On peut deduire des resultats evo- 
ques precedemment que i^i(5'") = A^(5",Ccan); on peut aussi afRrmer que 
1^2 (iS*^) = IGtt et 1^1 (MP^) = 12tt en utilisant le fait que ces deux varietes 
n'ont qu'une classe conforme. A. Girouard a recemment montre dans |Gi| 
que i'i{T'^) = vi{K'^) = Svr ou K^ designe la bouteille de Klein, et on conjec- 
ture que pour toute surface compacte S autre que MP^, on a z^i(5]) = Svr. 

II est difficile d'extrapoler ce que peut etre le comportement de ces inva- 
riants a partir d'aussi peu d'exemples, surtout que la dimension 2 pourrait 
etre pathologique. Le cas du plan projectif montre cependant que I'invariant 
z^i(M) n'est pas trivial. 

Un approche possible pour obtenir des estimees de i'i{M) est d'utiliser 
le volume conforme pour definir un nouvel invariant differentiel : 

Definition 2.15 Si M est une variete differentielle compacte, on definit le 
volume conforme minimal de M par 

Vcm{M) = mfV,{M,[g]). 

9 

On a alors la majoration suivante, qui decoule immediatement du theo- 

remeEJ: 

i/i(M) <nycm(M)i. (2.16) 



Remarque 2.17. Pour definir le volume conforme minimal, il suffit dans 
la relation (12. 7p de supprimer la condition que le diffeomorphisme if est 
conforme. Contrairement au spectre conforme minimal dont la definition 
fait appel a des structures riemanniennes et conformes sur la variete, on a 
seulement besoin ici de sa structure differentielle. 

Les seules valeurs exactes connues du volume conforme minimal sont 
VcmiS"') = oJn et Vcmi^P"^) = OvT. On peut cependant montrer qu'a dimen- 
sion fixee, il est uniformement ma j ore : 

Theoreme 2.18 ( |Jaa| ) Pour toute entier n > 2, il existe une constante 
c{n) > telle que pour toute variete compacte M de dimension n, on a 
Fcm(M) < c{n). 

Le principe de la demonstration est d'etudier comment varie le volume 
conforme minimal quand on pratique des cliirurgies sur la variete. 



3. Operateur de Dirac et laplacien conforme 

3.1. Notations 

Je rassemble ici deux operateurs qui semblent assez different par construc- 
tion mais qui se revelent avoir de nombreuses proprietes communes. 

Si (M, g) est une variete riemannienne munie d'une structure spinorielle 
X, on pent definir I'operateur de Dirac D agissant sur les sections du fibre 
des spineurs T,gM (voir par exemple |HiQl| ). C'est un operateur elliptique 
du 1'^^ ordre dont le spectre n'est pas borne inferieurement. Par commodite, 
et pour garder une certaine coherence des notations par rapport aux autres 
operateurs traites dans ce texte, nous considererons le spectre de D^, que 
nous noterons 

0<Xi{M,x,9)<X2{M,x,9)<.... (3.1) 

On notera en outre X'^{M,x,g) la premiere valeur propre strictement posi- 
tive. 

Le laplacien conforme, appele aussi operateur de Yamabe, qui agit sur 
les fonctions de M est defini par 



n-2 
4(n-l) 



Lg:f^Af + ^^j—-^scalgf, (3.2) 



oil scalg designe la courbure scalaire pour la metrique g. Le spectre de L est 
borne inferieurement, mais pent contenir un nombre fini de valeur propres 
negatives. Nous noterons son spectre complet par 

Ai(M,Lg)<A2(M,Lg)<... (3.3) 

et par A+(Af, L^) (resp. A^(M, L^)) la plus petite valeur propre (en valeur 
absolue) strictement positive (resp. strictement negative). 

Les operateurs D et L ont en commun une propriete de covariance 
conforme : on dit qu'on operateur T d'ordre j est conformement covariant 
s'il verifie la relation 

T;,2g = h-^Tgh"^ (3.4) 

oil h est une fonction strictement positive et T^ designe I'operateur T pour 
la metrique g. En particulier, la dimension des noyaux de D et L sont des 
invariants conformes, ce qui justifie le fait de ne s'interesser ici qu'a leurs 
valeur s propres non nulles. 

Certaines connivences entre les spectres de ces deux operateurs sont bien 
connues, citons par exemple I'inegalite suivante due a O. Hijazi ( |Hi86j ) sur 



laquelle nous reviendront : 

Ai(M, X, g) > ^. _^. Ai(M, L^). (3.5) 

Cette inegalite n'est significative que si Ai(M, L^) est strictement positif. 

3.2. Minoration conforme du spectre 

Le comportement du spectre de ces deux operateurs contraste avec le cas 
du laplacien usuel. Le premier resultat obtenu est qu'on ne peut pas faire 
tendre les valeurs propres vers zero dans une classe conforme : 

Theoreme 3.6 Soit (M, x) une variete spinorielle compacte et C une classe 
conforme de metrique sur M . Alors 

inf A+(M,x,9)Vol(M,g)l>0. 

Ce theoreme a ete demontre par J. Lott ( [Lo86| ) dans le cas ou I'operateur 
de Dirac est inversible, et dans le cas general par B. Ammann ( |Am03b| ). 
Les deux auteurs remarquent que la demonstration est valable pour n'im- 
porte quel operateur elliptique autoadjoint conformement covariant de degre 
strictement inferieur a n, et quel que soit le signe des valeurs propres. On 
peut done remplacer X^{M, Xi g) par A"'"(M, Lg) ou |A~(M, Lg)| dans le theo- 
reme [321 

Dans |AmQ3aj . B. Ammann etudie I'existence de metriques realisant la 
borne inferieure du theoreme 13.61 Dans le cas ou cette borne est plus petite 
que celle de la sphere canonique (cette condition est etudiee plus en detail 
dans [AHM06| . elle est en particulier verifiee par M = MP^*^"*"^), il montre 
qu'elle est atteinte en elargissant la classe conforme C a des metriques de- 
generees de la forme h?g ou g est une metrique de C et /i une fonction C^'" 
qui peut s'annuler. 

Dans le cas ou I'invariant de Yamabe, defini par 

y(M,C)=infiM;^^^, (3.7) 

3eCVol(M,5)- 
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est strictement positif, ce qui est une restriction topologique et geometrique 
assez importante, on a aussi I'identite classique pour n > 3 

inf Ai(M,Lg)Vol(M,5)n =Y{M,C), (3.8) 

g&C 



qui nous dit que X~^{M,Lg) = Ai(M, L^) en donnant au passage une 

2 

minoration optimale de A+(M, L^) Vol(M, 5)^, et qui fournit aussi en 
conjonction avec I'inegalite de Hijazi (|3.5|) une minoration explicite de 

2 

Xi{M,x,g)yol{M,g)" pour n > 3. C. Bar a etendu dans |Ba92j cette in- 
egalite a la dimension 2 : 

Ai(52,x,9)Vol(52,x,5)>47r. (3.9) 

Pour les surfaces de genre superieur ou egal a 1, I'invariant de Yamabe est 
negatif ou nul, et done I'inegalite est triviale. 

Signalons aussi que dans |AH06b| . B. Ammann et E. Humbert etudient 

2 

I'existence de metriques minimisant A2(M, L^) Vol(M, ^r)™ . 

3.3. Les invariants a et r 

On a vu que la maj oration de la premiere valeur propre du laplacien 
dans une classe conforme permettait de definir un invariant differentiel par 
un min-max. On pent definir des invariants similaires a I'aide de I'operateur 
de Dirac et du laplacien conforme et d'un max-min. 

Un invariant de ce type a deja ete defini a I'aide de I'invariant de Ya- 
mabe. Get invariant, introduit independamment par O. Kobayashi |Ko87| et 
R. Schoen [Sc87j . est note a{M) et appele invariant de Schoen ou invariant 
de Yamabe differentiel : 

a(M)= sup y(M,b]), (3.10) 

9 

2 
Comme pour toute classe conforme C on a Y{M,C) < n{n — l)wn cette 

borne superieure est finie, et a{M) < n{n — l)ujn ■ Dans le cas ou a{M) est 
strictement positif, I'egalite (|3.8p nous dit que c'est I'invariant annonce pour 
le laplacien conforme : 

a{M) = sup inf Ai(M, Lg) Vol(M,5)t. (3.11) 



Remarque 3.12. L'invariant qu'on pourrait definir de la meme maniere 
avec A~^(M, Lg) semble moins pertinent (et plus difficile a etudier) car le 
nombre de valeurs propres negatives ou nulles de L depend de la classe 
conforme. 



L'invariant a a ete plus etudie que I'invariant u de Priedlander- 
Nadirashvili vu au paragraphe 12.31 en raison de ses liens avec le probleme 
de Yamabe, I'existence de metriques de courbure scalaire positive et la re- 
cherche de metriques d'Einstein (voir par exemple |Sc89| ). Un certain nombre 
de travaux recents portent sur revolution de a{M) quand on procede a des 
chirurgies sur M (voir notamment [Pe98| . [PeOO| et |PY99| ). Je ne presen- 
terai pas ici I'ensemble des resultats obtenus, je me contenterai de rappeler 
quelques valeurs exactes connues de I'invariant a. 

En dimension quelconque, on sait calculer I'invariant a sur les varietes 
suivantes (voir |Ko87| et |Sc89j l : 

cj(5") = a(#i(5"~^ X S^)) = n{n - l)a;|, et aiT^'^N) = 

pour tout entier i G N* et toute variete N telle que cr{N) > 0. 

Une attention particuliere a ete portee aux varietes de dimension 3 : pour 
tous entiers i, j, k et I tels que z + j > 1, on a 

a{#i{RP^)#j{RP'^ X S^)#k{S'^ x S'^)#l{S'^ x S^)) = 6ttI = ^^, 

23 

ou 5^ X S^ designe le fibre non orientable en cercle sur 5^ (voir |AN07| et les 
references qui y sont donnees). L'exemple de MP^, calcule par H. L. Bray et 

A. Neves dans [BN04J . vient conforter la conjecture selon laquelle pour les 
quotients de la spheres, on a a{T\S^) = n{n — 1) (a;n/|r|)". 

Dans |AH06a| . B. Ammann et E. Humbert definissent I'invariant corres- 
pondant pour I'operateur de Dirac 

t{M,x) = sup inf ^Ai(M,x,5)Vol(M,5)i (3.13) 

I'une des motivations etant que que I'inegalite de Hijazi le lie a I'invariant 
de Schoen : 

r(M,x)'>^^-^a(M). (3.14) 

Dans ce cas aussi le nombre de valeurs propres nulles pent varier avec la 
classe conforme, c'est la raison pour laquelle on considere Ai(M, x-,9) et pas 
A+(M,x,5)- 

On a la majoration t{M,x) < t(5",x) = fw^ (voir [Am03b], [AGHMl 
et |AHM04j ) et on connait la valeur de r sur quelques varietes : dans |AH06aj . 

B. Ammann et E. Humbert deduisent de (I3.14p que 

r(5"-i X S\x) = \^l = riS^,x), (3-15) 

10 



et montrent que t{T'^,x) = ou 2^/^T selon la structure spinorielle X- Dans 
[AHj . ils etendent ce dernier resultat aux autres surfaces orientables com- 
pactes et montrent en toute dimension que t{M, x) croit par adjonction 
d'anses. 

3.4. Grandes valeurs propres 

Les valeurs propres non nulles de I'operateur de Dirac et du laplacien 
conforme ne sont pas bornees sur une classe conforme comme celle du lapla- 
cien usuel : 

Theoreme 3.16 ( |AJ07| ) Soit M une variete compacte de dimension n et 
C une classe conforme de metrique sur M . Si n > 3, alors 

supA+(M,Lg) Vol(M,5)n = +oo, 

gdC 

et 

inf A^(M,Lg) Vol(M,c/)n = -oo. 

Si n > 2 et que M est munie d'une structure spinorielle x, alors 

supA+(M,x,9) Vol(M,g)^ = +00. 
gee 

La demonstration de ce theoreme utilise des metriques, baptisees « metriques 
Pinocchio » dans [ABOOj . qui sont telles qu'un domaine de la variete soit 
presque isometrique a la reunion d'un cylindre arbitrairement long et d'une 
demi-sphere collee a I'une de ses extremite (le « nez » de la metrique). 
Pour I'operateur de Dirac et en dimension n > 3 on utilise la formule de 
Schrodinger-Lichnerovicz 

D^ = V*V + ^scalg (3.17) 

et le fait que la courbure scalaire est minoree sur le nez pour controler la pre- 
miere valeur propre. Le laplacien conforme verifie par definition une relation 
semblable a (|3.17l) . ce qui permet d'adapter facilement la demonstration a 
cet operateur. Le cas de la dimension 2 est plus technique car la courbure 
d'un cylindre est alors nulle, mais on pent s'aider du fait que toute metrique 
est localement conformement plate. 
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4. Laplacien de Hodge-de Rham 

4.1. Definitions et notations 

Le laplacien de Hodge-de Rham agit sur I'espace Q{M) des formes diffe- 
rentielles de la variete {M,g), et est defini par 

A = d5 + 5d, 

ou 5 designe la codifferentielle. Son spectre en restriction aux formes de degre 
p sera note 

= Ap,o(M, <7) < Ap,i(Af, <7) < Xp,2{M,g) <... (4.1) 

oil les valeurs propres non nulles sont repetees s'il y a multiplicite. La multi- 
plicite de la valeur propre nulle, si elle existe, est un invariant topologique : 
c'est le nombre de Betti bp{M). 

L'espace des p-formes coexactes est stable par le laplacien, et on notera 

< fip,i{M,g) < fip,2{M,g) <... (4.2) 

le spectre du laplacien restreint a cet espace. La theorie de Hodge nous dit que 
le spectre {Xp^i{M,g))i>i est la reunion de {fip^i{M,g))i et {fip-i^i{M,g))i. 
On a de plus Xp^i{M,g) = Xn-p,i{M,g) et done fip^i{M,g) = fin-p-i,i{M,g) 
car on considere des varietes sans bord. Par consequent, le spectre complet 
du laplacien se deduit des fip^i{M,g) pour p < ^^^, et on se restreindra 
souvent dans la suite a I'etude de ces valeurs propres. Rappelons aussi que 
{Xpfl{M,g)) est le spectre du laplacien agissant sur les fonctions, et qu'il est 
aussi egal a {iipfl{M,g)) si on excepte la valeur propre nulle. 

Le laplacien de Hodge-de Rham n'est pas conformement covariant, mais 
il possede une autre propriete tres utile pour etudier les extrema conformes 
du spectre, a savoir qu'on pent comparer les spectres de deux metriques dont 
on connait le rapport de quasi-isometrie : 

Proposition 4.3 ( |Do82] ) Soit g et g deux metriques riemanniennes sur 
une variete compacte M de dimension n, et r une constante strictement 
positive. Si les deux metriques verifient ^g < g < rg, alors 



nSn- 



T 

pour tout entiers k >0 et p & [0,™]. 



jXp,k{M,g) < Xp,k{M,g) < T'''~'Xp,k{M,g), 
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Si deux metriques verifient \g <g < rg, on a aussi ^fi^g < h'^g < rh'^g pour 
toute fonction h strictement positive. Par consequent, pour montrer qu'on 
pent faire tendre une valeur propre vers ou +00 dans une classe conforme, 
il sufRt de le montrer pour la classe conforme d'une metrique g bien choisie, 
le resultat se transposant automatiquement a n'importe quelle autre classe 
conforme. 

Remarque 4.4. Outre la continuite du spectre pour la topologie C*^, la 
proposition 14.31 implique que la dimension du noyau du laplacien ne depend 
pas de la metrique. On ne pent done pas esperer un tel resultat pour I'ope- 
rateur de Dirac. 

4.2. Prescription du spectre 

Le comportement du spectre du laplacien de Hodge-de Rham dans une 
classe conforme est en partie analogue a celui de I'operateur de Dirac, mais 
on va voir que pour certains degres toute rigidite disparait et qu'on pent 
prescrire arbitrairement le debut spectre. 

Le premier resultat qui a ete obtenu est que, comme pour I'operateur de 
Dirac, on pent rendre les valeurs propres arbitrairement grande : 

Theoreme 4.5 ( |CES06| ) Si M est une variete riemannienne compacte 
de dimension n> 3 et C une classe conforme sur M , alors 

sup inf /i„i(M,5f)Vol(M,5r)n = +00. (4.6) 

geci<p<f 

Remarque 4.7. Ce theoreme est enonce dans |CES06| pour les varietes 
de dimension n > 4, mais la demonstration s'applique parfaitement aux 
1-formes coexactes en dimension 3. 

Les metriques utilisee par B. Colbois et A. El Soufi pour demontrer le theo- 
reme 145] sont des « metriques Pinocchio », comme dans le cas de I'operateur 
de Dirac, mais les outils d'analyse sont differents : on utilise le lemme de 
McGowan (voir |Mc93j . lemme 2.3), qui permet de minorer le spectre de la 
variete en fonction des spectres d'une famille de domaines qui recouvre M . 
Le theoreme 14.51 n'est bien sur pas valable pour p = comme on I'a deja vu. 
Ce resultat appelle naturellement la question de savoir si I'existence de 
petites valeurs propres dans une classe conforme pour spectre des fonctions 
se generalise aux formes : 
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Question 4.8 ( |Co04| ) Etant donnes l<p<§ et k>l, a-t- 



on 



miLip.k{M,g)Yol{M,g)^ = ? (4.9) 

gec 

Dans le cas du laplacien de Hodge-de Rham, cette question a une re- 
sonance particuliere. En effet, le noyau du laplacien etant canoniquement 
isomorphe a la cohomologie de de Rham, chercher les petites valeurs propres 
du laplacien revient a determiner quelles deformations de la metrique tendent 
a « creer » de la cohomologie. Ce probleme a pour I'instant ete etudie dans 
deux situations geometriques particulieres : les limites adiabatiques associees 
aux feuilletages riemanniens (voir par exemple [ALKOO| et les references qui 
y sont donnees) et les effondrement a courbure bornee (voir [Ja05j pour une 
presentation synthetique des resultats a ce sujet). Ces deux situations se re- 
coupent partiellement — sans que Ton puisse reduire I'une a I'autre — , mais 
sont tres differentes des deformations a volume et classe conforme fixee. Une 
deformation conforme est ponctuellement isotrope mais globalement inho- 
mogene, alors que les limites adiabatiques sont des deformations homogenes 
et anisotropes (en tout point, on decompose I'espace tangent en la somme 
TxM = H (B V de deux espaces muni chacun d'une metrique gn et gy, et 
on considere la famille de metrique ge = gn ® £ gv avec e — > 0), et que 
les effondrements a courbure bornee permettent, sous certaines conditions 
topologiques, une anisotropic encore plus grande. 

J'ai apporte une premiere partie de la reponse a la question 14.81 dans 
[Jabj en montrant que pour presque tous les degres, on pent faire tendre un 
nombre arbitraire de valeur propres vers zero : 

Theoreme 4.10 Soit M une variete compacte sans hord de dimension n > 
5, k rentier tel que n = 2k-\-'i oun = 2k+A et C une classe conforme sur M. 
Pour tout reel V > Q et toute suite d'entiers positifs ou nuls Ni,N2, ■ ■ ■ , N^, 
il existe une famille de metriques ((7e)o<e<i contenue dans C et une constante 
c > telles que iJ,p^Np{M,gi;) < e et fip^Np+i{M,gi;) > c pour tout I < p < k, 
fik+i,i{M,9e) > c 'et Yol{M,ge) = V. ' 

On pent done prescrire le nombre de petite valeurs propres pour les formes 
coexactes. Les degres ^ et ^ — 1 si n est pair, et le degre [^] si n est impair 
font exception, on verra au paragraphe 14.41 qu'on ne peut pas faire tendre les 
valeurs propres vers zero dans ces cas. 

La construction geometrique intervenant dans la demonstration du theo- 
reme 14.101 consiste a ecraser la metrique en dehors du voisinage tubulaire 
d'une ou plusieurs sous-varietes, les formes harmoniques de ces sous-varietes 
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peuvent alors s'etendre en des formes test ayant un petit quotient de Ray- 
leigh. La difEculte est alors de controler precisement le nombre de petites 
valeurs propres. Cette technique echoue pour les degres proches de ^ car 
la norme L? des formes devient alors conformement invariante ou presque 
invariante. 

L 'existence de de grandes et de petites valeurs propres a volume fixe 
pour le laplacien de Hodge-de Rham a permis a P. Guerini de montrer dans 
[Gu04j qu'on pouvait prescrire le volume et le debut du spectre sur une 
variete compacte quelconque, generalisant ainsi aux formes differentielles les 
resultats obtenus par Y. Colin de Verdiere et J. Lohkamp pour les fonctions. 
Les theoremes 14.51 et 1 4.101 permettent de prescrire simultanement le volume, 
le debut du spectre et la classe conforme : 

Theoreme 4.11 ( |Jab| ) Soit M une variete compacte, connexe, orientable 
et sans bord de dimension n = 2/c + 3 ou 2k + 4 ou k G W , C une classe 
conforme de metriques riemanniennes sur M , V un reel strictement positif 
et N > 1 un entier. On se donne pour tout entier p G {1, . . . ,k} une suite 
de reels < fp^i < fp_2 < • • • < I'p^N- 

II existe une metrique g £ C telle que 

- fip^i{M, g) = Up^i pour tout i < N et p £ {1, . . . ,k} ; 

- l^k+i,i{M,g) > suppi{up^i} ; 

- Yol{M,g) =V. 

Remarque 4.12. La minoration /^fc+i,i(-^)5) > ^^Vp,i{^p,i\ assure qu'on 
a I'egalite Afc+i,i(M, 5) = jj,k,iiM,g) pour i < N. On peut done prescrire les 
N premieres valeurs propres des (A; + l)-formes, les formes propres corres- 
pondantes etant alors exactes, de valeurs propres egales a {^k,i{M^jg))f=i- Si 
n est impair, on prescrit ainsi le spectre en tout degre 2 < p < n — 2. En di- 
mension paire, le degre p = n/2 = k + 2 fait exception. En degre 1 et n — 1 on 
ne prescrit pas arbitrairement le debut du spectre car on ne controle pas les 
Ho^i{M, g), mais on peut assurer que les valeurs ui^i, . . . , z^i^at sont contenues 
dans (Ai,i(M,5f))i>i et {Xn-i,i{M,g))i>i. 

Le theoreme 14.111 contraste avec la rigidite apparaissant dans les cas du 
laplacien agissant sur les fonctions et de I'operateur de Dirac. Dans le cas du 
laplacien de Hodge-de Rham il reste une certaine souplesse, mais de justesse 
puisque certains degres font exception. 

On peut se demander si la prescription du spectre en degre n/2 serait 
possible si on supprimait la contrainte sur le volume de la variete, ou, de 
maniere equivalente, si on peut faire tendre une unique valeur propre vers 
zero sans fixer le volume. Ce probleme reste a eclaircir (voir question 14. 25p . 
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4.3. Inegalites de Sobolev pour les formes different ielles 

Pour achever de repondre a la question 14.81 nous aurons a faire appel 
a des inegalites de Sobolev pour les formes differentielles, dont certaines 
constantes s'averent etre des invariants conformes, et que nous allons rap- 
peler id. Elles reposent essentiellement sur le fait que la differentielle exte- 
rieure definit un complexe elliptique sur I'espaces des formes differentielles. 
Les ouvrages consacres aux operateurs (pseudo)differentiels et aux inegali- 
tes elliptiques developpent rarement le cas des operateurs agissant sur les 
sections d'un fibre vectoriel ; on peut toutefois se referer au chapitre 6 de 
[Mo66j . et une definition precise d'un complexe elliptique est donnee dans 
|Ra05| (chapitre 9) et dans |Ag94| . 

On se donne une variete riemannienne compacte {M^,g), et deux reels 
r,s>l tels que ^ — ^ < ;^. L'inegalite de Sobolev classique sur les fonctions 
assure I'existence de deux constantes A,B>0 telles que pour toute fonction 
/ G C-(M), 

\Lr<A\\df\\Ls+B\\fhi. (4.13) 



Cette inegalite se generalise aux formes differentielles en faisant intervenir la 
codifferentielle : 

Theoreme 4.14 // existe trois constantes A,B,C>0 dependant de g, r et 
s telles que pour toute forme differentielle uj E Q.{M), on a 

\\Lo\\r < A\\duj\\s + S||Su;||^ + C||a;||i. (4.15) 

Le theoreme 14. 141 est un corollaire immediat de l'inegalite elliptique associee 
a I'operateur (d + 5) et de la continuite de I'injection de Sobolev. 

Nous aurons en fait besoin d'une inegalite prenant une forme differente : 



Theoreme 4.16 Soit {M,g) une variete compacte de dimension n, et deux 
reels r,s>l tels que - — -<-. II existe une constante c{M, g, r,s) > telle 
que pour toute p-forme uj G QP{M,g), on a 

inf \\uj — ip\\r < c\\duj\\s- (4-17) 

dip=0 

On peut demontrer ce theoreme en utilisant le fait qu'en restriction a I'ortho- 
gonal des formes harmoniques le dernier terme de l'inegalite (|4.15p est super- 
flu (quitte a modifier les constantes A et B), et en appliquant cette inegalite 
a la projection orthogonale de u; sur les formes coexactes. On trouve aussi 
dans I'appendice de |GT06j une demonstration detaillee du theoreme 14. 161 se 
basant sur l'inegalite elliptique du laplacien de Hodge-de Rham. 
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L'inegalite du theoreme 14.161 nous interessera pour une particularite ap- 
paraissant quand on fixe le degre p et qu'on pose r = ^ et s = -^. En effet, 
les normes ||a; — (f\\r et ||dw||s sont alors conformement invariantes, et par 
consequent la constante optimale dans l'inegalite (I4.17P en restriction aux 
p-formes est un invariant conforme, qu'on notera 

\\uJ — v^IIb. 
Kp{M,[g])= sup inf ' , (4.18) 

c^enp(A/) d'/'=o l|da;||_:i_ 

Remarque 4.19. On ne connait actuellement aucune estimee de la 
constante Kp. 

4.4. Minoration du spectre 

Sur les varietes de dimension n > 3, la constante de Sobolev Kp que 
nous avons defini au paragraphe precedent permet de minorer le spectre du 
laplacien de Hodge-de Rham dans les cas qui ne sont pas converts par le 
theoreme 14.101 : 

Theoreme 4.20 ( |Ja07| ) Soit M"- une variete compacte de dimension n > 
3, C une classe conforme de metriques sur M. Pour toute metrique g £ C, 
on a 

;U[„]^,(M,<7)Vol(M,<7)t > /f[„j(M,C)^2_ 

Si n est pair, cette inegalite est optimale. 



Remarque 4.21. Quand n est pair, on a ^n_i^i{M,g) = ^n^i{M,g). Les 
theoremes 14.101 et 14.201 repondent done completement a la question 14.81 



Remarque 4.22. Une consequence du theoreme 14.201 est que, paradoxale- 
ment, les deformations de la metriques qui apparaissent dans la demonstra- 
tion du theoreme 14.101 et qui tendent a creer de I'homologie ne produisent 
pas de petites valeurs propres en degre median. 

Remarque 4.23. On pent facilement trouver des varietes qui s'effondrent 
en faisant tendre /xr„i ^{M , g)\o\{M , g)^ vers zero. On ne peut done pas 
donner de majoration uniforme de K\n-\ (M, C) en fonction de bornes sur le 
diametre et la courbure de la variete pour une metrique g £ C . 

Remarque 4.24. Une consequence assez inattendue du theoreme 14.201 est 
la construction, pour tout n > 4 et tout 1 < p < § de varietes M de 
dimension n telles que la multiplicite de ^p^i{M, g) soit arbitrairement grande 
(voir [MW\ ]. 
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On peut se demander s'il existe d'autres rigidites, par exemple : 

Question 4.25 Le rapport fJ-in^ i^^-^{M,g)/fiin-\ i^{M,g) est-t-il home sur 
une classe conforme ? 

Comme pour les fonctions, on peut definir un spectre conforme pour les 
formes differentielles par 

^il{M,C) = mf /i[„] ,(M,5) Vol(M, <7)". (4.26) 

Le theoreme 14.201 donne la valeur de la premiere valeur propre conforme en 
fonction de la constante Kp en dimension paire, et une minoration en dimen- 
sion impaire. On peut aussi donner une majoration du spectre conforme en 
fonction de celui de la sphere : 

Theoreme 4.27 ( |Ja07| ) Pour toute classe conforme C sur la variete com- 
pacte M et tout k > 1, on a 

oil Ccan est la classe conforme de la metrique canonique de la sphere. 

Un probleme naturel est de determiner si la borne inferieure ^%{M,C) 
est atteinte par une metrique reguliere, en particulier si A; = 1. Dans [Ja07j . 
on etablit le critere suivant : 

Theoreme 4.28 Soit g une metrique lisse de volume 1 sur M telle que 
Von ait /xrni ^(M, g) = iJ-i{M, [g]). Si n = 3 mod 4, alors il existe une [§] - 

forme propre coexacte non nulle de valeur propre /if (M, [g]) et de longueur 
constante. Si n est pair, toutes les formes propres coexacte de degre ^ — 1 et 
de valeur propre /ii(Af, [g]) sont de longueur constante. 

Remarque 4.29. Sur les spheres munies de leur metrique canonique, les 
premieres formes propres ne sont pas de longueur constantes (voir I'appendice 
de |GM75| ). Contre toute attente, la metrique canonique de la sphere n'est 
done pas extremale pour la premiere valeur propre ! Le theoreme 14.281 laisse 
presager que les metriques extremales pour les formes differentielles sont en 
general assez differentes de celles des fonctions. 

En dimension 4, on peut deduire du theoreme 14.281 une condition necessaire 
sur la topologie pour I'existence de metriques extremales lisses : 
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Corollaire 4.30 Si M est une variete compacte de dimension 4 e.t de ca- 
racteristique d'Euler non nulle, il n'existe pas de metrique reguliere g de 
volume 1 telle que fii^i{M,g) = n1{M, [g]). 

Dans le cas des fonctions on connait des conditions necessaires sur les me- 
triques extremales (cf. [ESI03| ). mais pas d'obstruction topologique comme 
celle du corollaire 14. 301 

On ne connait finalement aucun exemple de metrique extremale pour 
ce probleme, ni meme de valeur explicite de nKM , [g]) . II existe toutefois 
des candidats serieux, comme certaines varietes effondrees ayant une petite 
valeur propre dont la forme propre est de longueur constante, en particulier 
dans les situations topologiques les plus simples, par exemple : 

- les fibres en cercles sur les surfaces munies d'une metrique effondree 
adaptee (au sens de [CCOO| . definition 2.1) ; 

- les spheres munies d'une metrique de Berger ; 

- les fibres en tores sur le cercle munis d'une metrique homogene effon- 
dree produisant une petite valeur propre (voir |Ja03| ). 

On pent utiliser le spectre conforme des formes differentielles pour definir 
des invariants differentiels de la variete comme on I'a vu pour les autres 
operateurs, en posant 

fikiM)= sup f,UM,[g]). (4.31) 

9 

Le theoreme 14.271 assure que cette borne superieure est finie. On ne connait 
cependant la valeur de ces invariants sur aucune variete, deux raisons en 
etant que /Xfc(M) n'est pas defini en dimension 2, contrairement a ce qui se 
passe pour le laplacien sur les fonctions ou I'operateur de Dirac, et que le 
laplacien de Hodge-de Rham n'est pas conformement covariant. Meme sur 
les spheres, on pent seulement affirmer que fik{S") = ^^(•S'", Ccan) sans en 
expliciter la valeur (voir le theoreme 14.281 et la remarque 14.291 ci-dessus) . La 
question de la trivialite des ces invariants reste ouverte. 
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